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5.3 Integrace racionilnf lomené funkce

RaciondIn{ lomen4 funkce je funkee tvaru

_ P(x)

wﬁuﬂv - @Qﬁvn

kde P, Q jsou nenulové polynomy. A

Pii integrovani vyuZijeme rozklad této funkce na parcidlni zlomky, ktery jsme zavedli
v kapitole 2. Uvedme si zdkladn{ algoritmus rozkladu racionaln! lomené funkee a vzorce,
podle kterych budeme integrovat:
> Je-li B(z) neryze lomen4 funkce, rozlozime ji na souset polynomu a ryze lomené funkce.

Pro integraci polynomu pouzijeme vzorec (1) a (2) z tabulky na str. 88.
&> Ryze lomenou racionslnf funkei rozlozime na parcidlni zlomky, které jsou dvou typd:

M Az + B
a) oo nebo b) (e T s+ oF

podle toho, zda dany zlomek pifslugf reAlnému kofenu nebo komplexné sdruzené dvojici kofentd
polynomu Q.

Pfipad, kdy zlomek pfisludf redlnému kofenu )

Je-li gislo @ redlny jednoduchy kofen polynomu Q, pak rozklad funkce R mé parcislni
zlomek tvaru 4

r—a’

(5.6)

Pro integraci tohoto zlomku pouzijeme vzorec (14) a dostaneme

A

rT—«

dz=Al|z—a|+ec

Je-li &islo a redlny k-ndsobny kofen polynomu @, pak m4 rozklad celkem k parcidlnich

zlomki tvaru
4 B i K
(z—a)*

z—a (z-a)?
Pro integraci téchto zlomki pouzijeme (5.6) a pro k > 2 vaorec (2), podle kterého je

Vi ) - —k+1 M
\ﬂw&ﬂ%uS\?n&é%ni?:%ﬁ e TR e

Pfipad, kdy zlomek pfislusi komplexné sdrufené dvojici kofentt
Jsou-li gisla o £ 48 komplexné sdruzené jednoduché kofeny polynomu @, pak m4 rozklad
parcidln{ zlomek tvaru

Az + B
az? + bz +c’
kde az® + bz + ¢ m4 kofeny o +46. Pro integraci tohoto zlomku pouzijeme vzored (9) a (14).
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Jsou-li &fsla o + 48 dvojndsobné komplexné sdruzené kofeny polynomu @), pak R mi dva

parcialnf zlomky tvaru

Az + B n Cz+ D
ar?+bz+c  (az? +br +c)?

Podobny rozklad dostaneme pro n-nésobné (n > 3) komplexnf kofeny. V téchto pifpadech
pouzivame rekurentn{ vzorec, podrobnosti viz [4] nebo [8].

Piiklad 5.16. Vypoéitejte nésledujici integraly:

2r%462~2 2
m.v .\, aAﬂH.f,MXMIC Q.H. Uv .\AHIAM.IMMFV.W@QHM

d [ smz dz.

Resent, a) Funkei rozlozime na parcislni zlomky a uZijeme vzorce I Nﬁ% dr=In|f(z)] + ¢

\mam+m&im dz l.\ 1 2 1 4
zz+2)(z 1) a+al~|a+m r=

Injz|+2Injz — 1| —In|z + 2| +.

Ov .\.ﬂ.m“%lm Q&u

b) Funkei rozlozime na parcilni zlomky a zavedeme substituci ¢ = 2 — 1. Pak dz = dt a

2?42z 46 9 4 1 9 5 6
dz = - = [(8_5_.8Y,_
G-17 " \A@T% @LVZTHV& \o 2 NVQT
: 9 5 9 5
= —— — N [ Jp—
g T POt o= g+

¢) Funkei rozlozime na parcidlni zlomky
z~1 r—1 -1
dz= [ —Fdz—- [ =—=
\&p+wam+m o \HM+H&H \Hm+wan.
Oba integraly na pravé strans upravime ndsledujicim zpiisobern. Integrované vyrazy vyna-

sobime vhodnou kenstantou tak, abychom pfevedli na, zlomek, kde je &itatel roven derivaci
Jjmenovatele -

\alHQHlm\,malw \HIHQ _ 1 [2z-2
22417 2 ) z241" 7242 slm\sfm
a rozdélime na dva zlomky,
-1 1 2z 1
\rlxlam.*.wmalmA\'Ii&».fu&&lm\fa&.*.uaavu
z—1 1 2z 1
\m!,w+mae MA llam+mmalw.\en+wanv.

Pro prvn{ integrély na pravé strans pouzijeme vzorec [ $ dz = In|f(z)| +c a pro druhé
vzorec (9), t]. [ ey = larctg 2=m 4 ¢

+6lnjz~1]+¢

i

aIH H u
\.&N.THQHIMF_H + 1| — arctg z,

-1 1 1
\ dz = -In|z® + 2| + —arctg

T
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Dohromady

aL_ H H H a
laﬂlg;wulnllwuwllw~ﬁ|+m.
\ﬁp+wam+w z=3 |2 + 1] — arctgz ) w_a+_ 7 om/\m

d) Rozlozime funkei na parcidlni zlomky

1 1 1 1 z—2 )
R ——— = = Q. - 5 Q.
\&u.fwaa w.\nl.u. o w\awle+w &

Postupujme obdobné jako v predchozich piipadech

3) z+1
' r—2 1 2r—4 1 f2z—-1-3
—— = - —_— dr = - —_—dx =
\&Nlui.wma m\HmIH+H * m\n%lnl-H
1 2z —1 3 1
I N S A L SEY. [
m.\amlal_uw&& 2 amla+w z
1 2r—1
= - —— dr =
m\emln.._.w * \?\ m
bnje? — 5 4 1] + Sarctg 2
= |U.nﬁ -z —arc
BETA

Celkem dostavame

3 2 1
.\Hm+waa|15_a+:llg_a IH+H_IK||P8£A|N va+n.

Cviceni

1. Vypoctéte:

a) [3z%dz, [ % dz,

o) [ nneu\m dz, J (725 — 5z* + 2z — 1) dx,
e) [(z* ~z*Vz3)dz,
g) [ cotg?z dz, b) J(7e" - 2) dz,

[(3sin®z + 3cos® z) dz.

)
)
f) [(a+3cosz)dz,
)
)

i) [sin® iz de,
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2. Pomoci metody per partes ur€ete primitivn{ funkee k danym funkeim:

a) [ze®dz, . b) [zlnzdz,
¢) [zsinzdr, d) [z%coszdz,
e) [z dr, ) f) [z?In=zdz,
g) [Inzdz, L) [ arcsinzdz,
. Al
) € cosz de, j) [sin(lnz)ds. - A \m Kt
& SR F X
2" *A
i = et (e
3. Vypoététe: N ,&x ’ & Ty
N L
a)' [ sin 7z dz, b) [3e~"dz, 7
c) %mmoOm gzde, d) [2e%=1dz J/ P
e) [(3z — 7)4dxz, . 1) \.#wﬁ iz \W,?,,
g) .\,Hlm dz, ‘W %lmﬂ»l.wh , N ,,
D@z ) Tl ,

4. Pomoci vhodné substituce vypoéitejte nisledujici integrily:

“a) fz(2? ~ 1) dz, b) f8x(z? + 2)%dz,

./\/o)v [ 3z/22 + 5dz, . d) .\...n.wﬂcq
A <2 - .
:& [ 5ze® dz, } f) [ == gy, .

cotlyow

‘h) [e** .sinzcoszdz, w7

&u

8 [ /&=

o ) J s de

7
a) [ (Ghi—zh) &= b) [ (G5 —5) d=
O f(A+F-2+55)ds ) [ (- ) i

AL

dz,

) (Gt k) do

' E%Amw+mau|tm§v a

8 [ (3

! 1
e) [ Ahs;c ) ﬁunﬁcv

c + 2%+a+5v dz,
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Vysledky: Ve viech vysledcich je vynechdna integraéni konstanta.

La)Z, b) —g35s € —3ky  d) g'-zt+zP-z, ) !Ila,f f) az+3sinz,
i g) —z —cotgz, h) 7e*—5lnz, i 2282 ) 3z
! 2. a) Aa 1)e*, b) u@.ﬁbﬁll@ c) mEH zcosz, d) z®sinz+2zcosr—2sinz,
_ e) A —32%+6z—6)e?, f) ie¥lnz—Z, g) zlnz—z, h) zarcsinz+vI— 22,
| i) 3e*(sinz +cosz), j) mﬁmEEaISmFav.

3.2) —jcosTz, b) —3e—z, c) ¥rsinfE, d) e, ) hlllehc;, f) jarctg2sz,

g) 4lnjz—6|, h) ilnjz> 1|, i) In|sinz], j) Injz*+z|.
48 HE-UN, b) {42 o) §e+9)E, &) Rl € BT D) {0,

) m?albm+m<malr h) —je™®, i) —sin(3), J) —24= + larcsinz.
5.a) 3lnjz~1—-2Injz+2, b) 5lnjz+3-2In|z+2],

c) HIMmeF_i+mF_le_ d) 6lnjz — 1]+ -2 — 3In(z? + 1),

e) tlnjz -1 - ihnjz+1] - sarctg (22 ++ 1),

f) Injz -1 + § In(z? ~ 2z 4 3) +s,\l|m§um AI,\A”SV«

g ilnjz —1| - §In(z? +a+d+ Barctg AI,\MGMLEV_

1) dins-+ Hie? +22.4.2) - Jrtg (s + 1)

(i

*

Metoda v matematice je trik, ktery je pouit vice neZ jednou.

- J1dz =z+ m.t.s;iisf\ﬁs.f. ixlermvi A%MMWM‘&H MM,H\QWM,.T c ) , /
Jzrdz = :,_JH +ec, n# -1, © [ ﬂ“%».lﬂ%ma = darctg (Z=20) + e
(3) [idr=lnlz|+e, (10) [ = dz=arcsinf +c m
(4) [efdr=¢"+c, (11) %Im,\wﬂaanws_a+e\mﬂ_+n,
(5) %muaal::_.*.n a>0,a#l, (12) [Zpdz=tgz+e M
| (6) [sinzdr=—cosz+c, (13) [z dz = —cotgz +c, W
Jeoszdz =sinz +¢, (14) % E aalub_} W+ e M
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Kapitola 6 .
Urcity integral

Neurcity integrdl pfifazuje funkei mnozinu funkef, které se lisf o konstantu. Uréity integrdl
prifazuje funkei &islo. Jeho definice je zaloZena na pozadavku, aby toto &fslo vyjadFovalo obsah
rovinného obrazce, ktery je vymezeny grafem funkce.

V této kapitole ukdZeme vlastnosti uréitého integralu a nékteré dalsf geometrické aplikace.
Na z4vér integralntho pottu vysvétlime pojem nevlastni integral.

6.1 Definice a zdkladni vlastnosti uréitého integralu
Urtity integrél lze definovat dvéma zpfisoby; bud pomoc! primitivn{ funkce (Newtoniv in-

tegrdl) nebo souttovou definici (Riemanniv integrdl). Pro spojité funkce jsou obg definice
ekvivalentn{ (tj. stejné), proto pouzijeme jednodussi pEistup — pomoci primitivni funkce.

Definice 6.1. Necht funkee f je spojitd na intervalu [a, b]. Uréityf integrdl funkee fodado
b je éislo

\ f(z)dz = F(8) - F(a), (6.1)

kde F' je primitivn{ funkce k funkei f na intervalu [a, b].

Casto piseme misto F(b) — F(a) oznagen Tuﬁa&w, tj.

\v flz)dz = TA&LM

Poznamka 6.2. i) Pipomeiime, Ze je-li funkce spojit, pak k nf existuje funkce primitivn{
(Véta 5.7). Proto je uvedens definice korektni, neboli &slo dané vztahem (6.1) existuje a je
urCeno jednoznaénd. Jednoznagnost ovétime tak, %e vezmeme libovolnou primitivni funkei k 7
ta je tvaru F(z) + ¢ a podle (6.1) dostaneme

.\@ f(z)dz = F(b) + c— (F(a) + c) = F(b) — F(a).

it) Cislo a nazgvéme dolnf mez, &islo b horni mez, funkei f integrand.



