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Pifkladem racionalni lomené funkce je nepfima tméra a linearni lomens funkce, které jsou

formélné zaddny piedpisy
_ W _az+b
= Y= =+d
Grafemn téchto funkei je hyperbola. .
Obé tyto funkee lze zapsat jako podil dvou polynomi. Obecné dostdvame nasledujici
definici.
Definice 2.25. Bud'te P, Q nenulové polynomy. Funkce
P(z)
R(z) = ——=
®) =@
se nazyvé raciondlni funkce (téZ raciondlni lomend funkce). Tuto funkei déle nazveme ryze

lomenou, plati-li stP < st@, a neryze lomenou, plati-li stP > stQ.

. s . 2 . L
Pifkladem ryze lomené racionalni funkee jsou funkce 1 2241 . hifkladem neryze lomené racio-
z? T
o241 nebo 2242

naln{ funkce jsou funkce tvaru Mﬂm ,kde c# 0 abe—ad # 0, &7 G

Plati nasledujici tvrzeni:
P(z)

i) Definiénfm oborem racionélni funkce R(z) = 737 je mnoZzina tvaru

D(R) = (—c0,00) N {ea,....om},

kde ay, . . . , 0t jsou viechny redlné kofeny polynomu Q.
ii) Je-li mmw neryze lomens racionélni funkce, pek délenfm polynomi P a @ obdrzime soucet
lomené raciondlni funkce. Napfiklad,

polynomu a ryze
5z + 2
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Znaménko racionalnf funkece. Stejnéjako u polynomt je dilezitou ilohou pfi vySetfovani
priibéhu funkce dloha urdit intervaly, kde je racionalnf funkce kiadné a kde zdporna.

Uvazujme racionélnf funkei, jejiz &itatel a jmenovatel nemajf spoleéné kofeny. Bud'te z; <
.-+ < 3, viechny navzdjem rizné redlné kofeny Zitatele a jmenovatele s lichou nasob-
nosti. Pak v kazdém z intervald (—oc, 1), (%1, Za2), - . -, (Zp, 00) jsou vechny hodnoty R stéle
nezéporné nebo nekladné (ve viech bodech, v nichz je B definovan4). V sousednich intervalech
se stFidaji znaménka.

Piiklad 2.26. Uréete znaménko funkce R(x):

(z—2)(z—5) b) R(z)=

- (x2=1) (22 =22+1)(z~2)?
a) R(z)= E=3)(z+2)(z+5)

@2 +2-2)2(z+2)

Regeni. a) Vyuzijme p¥edchozthe poznatku a najdéme reélné kofeny éitatele a jmenovatele,
jimiz jsou &fsla —5, —2,2,3 a 5. Zvolme libovolné &islo z libovolného intervalu vymezeného
témito kofeny a uréeme.znaménko v ndém, napi. pro 0 € (-2, 2) plat{ R(0) < 0. Proto
funkee R(z) je na tomto intervalu zépornd, v dalsich intervalech se znaménko pravidelné
stiid4. Toto pozorovéni lze shrnout do nésledujict tabulky:

T | (—00,-5) | (=5,—2) [ (=2,2) | (2,3) | (8,5) | (5,00)
R(z) - + - + - +

b) Citatel i jmenovatel jsou jen &astetné rozlozeny, musfme proto rozklad dokonéit. Dostaneme

P-1=(z+1)(z-1), P-22+l=@E-1%, LF+z-2=-1)@+2).

Celkové po rozlozeni mé funkce tvar

_ (z+1)(z - (z - 1)z - 2)° _ (z— 13z +1)(z—2)?
(z - 1)2(z+2)%(z+2) (g~ 1)z +2)°

R(z)

a po vykraceni
(z—1)(z+{z—2)2
(z+2)% ‘
Postupujeme obdobné jako v pfedchozim piipadé. Reélné kofeny s lichou nésobnost{ jsou
gisla —2, —1 a 1. Vypogteme napf. R(0) < 0. V sousednich intervalech se znaménka stfidajf:

R(z) =

z Alooqlwv Alwu rn: AI.H, Hv C;OOV
R(z) - o+ - +

A

Rozklad ryze lomené raciondln{ funkce na parciélni zlomky. Tato tlcha je dalezitd

pii integraci racionélnich lomengch funkei (kapitola 5).

Necht R(z) = Mumw je ryze lomené racionalni funkee. KaZdou takovou funkei lze rozlozit
na soudet parcidlnich zlomki nésledujicim zplisobemn:

a) Je-li &slo o redlny jednoduchy kofen polynomu Q, pak rozklad funkce R obsahuje

parcidlni zlomek tvaru A

(z—a)

b) Je-li éslo o redlny k-ndsobny kofen polynomu @, pak rozklad cobsahuje soudet k
wEQ&E% zlomkid tvaru
A B . : M

e
ot e

(z—a) (z—a)?

¢} Jsou-li éfsla « & 783 komplexné sdruZené jednoduché kofeny polynomu @, pak rozklad

obsahuje parcidlni zlomek tvaru
Az + B

ar?+bz+c’
kde ax? + bz + ¢ m4 kofeny o % if.
d) Jsou-li &fsla o =t i3 dvojndsobné komplexné sdruzené kofeny polynomu @, pak R ob-
sahuje souéet dvou parcidlnich zlomkd tvaru
Az + B
ar?+br+c

Cz+D
(az? + bz + ¢)?’

-+

Podobné trojndsobné dvojici komplexnich kofent odpovidd souget ti{ parcidlnich zlomkd atd.

Celkové je rozklad funkce R souétem véech parcidlnich zlomkd vyse uvedného tvaru pii-
Mcwzu\\or viem redlnym kofendm a viem dvojicim komplexné sdruZenych kofent polynomu
Konstanty v parcidlnich zlomeich (lze ukézat, Ze jsou uréeny jednoznaéné) nalezneme me-
todou neur¢itych koeficientd, tj. napiSeme formaln{ tvar rozkladu a celou rovnost vynasobime
polynomem Q.

Dostaneme tak rovnost dvou polynomu pro véechna x kromé kofendl jmenovatele. Tyto
polynomy jsou tudiz identické, tj. maji stejné koeficienty, které uréfime pomoci dvou moznych
zplsobii:

1. porovndnim koeficientt u odpovidajicich si mocnin,
2. dosazenim konkrétnich hodnot z (vhodné jsou zvidsté kofeny jmenovatele Q).
Ziskéme soustavu n linedrnich rovnic pro n nezndmych konstant, kterou vyfesime.
Postup rozkladu raciondln{ funkce na parcidlni zlomky si ukézeme na pifkladech.

Priklad 2.27. Rozlozte racionalni funkei na parcidln{ zlomky:

D . -
i
2 R(z)= =%l b) R(z) = iy,
— 1 4 - —
9 R(@) = aum d)  Rlz) = =2sptdapen,
— 24dw H
¢) R(z) =Lt f) R(@)= gty

SR A SR s
mam:r@ Nejprve rozlozime kvadraticky trojélen ve jmenovateli
22 -2z —15= (z - 5)(z + 3).
Formaln{ tvar parcidlnich zlomkd bude

3z+1 A + B
22—-922—15 z-—5 z+3
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Potiebujeme uréit koeficienty A, B. Po vyndsobeni rovnosti jmenovatelem dostdvdme
" 3+1=A(z+3)+B(x—5)=(A +Blz+34~5B.
Porovnanim koeficientti u jednotlivych mocnin dostévéme soustavu rovnic

1:83= A+ B
z0:1=38A—5B

kters ma Feseni A =2, B = 1. Proto rozklad ?w@m@@%&%@?ﬁjV

- 3z+1 2 1 )
fm?v = . j
s
PN , —
ﬁr b),/Rozklad hleddme ve tvaru
\ 2wty _ A B O
A&IHXeImXalwvl&lH r—2 -3

odkud
Hm+wa+mH\Kelmv?va+m?|S?\.va+QA&ICAeIwV.
Ukazme si druby zplisob uréeni koeficientis A, B, C, kterj spoiva ve vyuZiti faktu, Ze

dana rovnost mus{ platit pro viechny hodnoty z. Postupnym dosazenim razngych hodnot
proménné z do piedchozi rovnosti dostaneme soustavu rovnic pro koeficienty A, B, C.

Volme napiiklad z =1,z =2,z =3. Dostaneme

5=24, 10=-B, 17=2C,

hledané koeficienty jsou A = wq B = -10, C= Hlpw a rozklad

e 2 497 +2 5 10 17
3 mﬁav = Tzt = — 4 . N
,v ! G-E-2E-3 2@-1) z-2 m@va\
vamwmmpu% rozklad bude tvaru e T
1 _A, B C_D
pz+1) z 22 3 z+1
po vynésobeni spoleénjym jmenovatelem
1=Az%z+1)+Bz(z+ 1) +Clz+ 1)+ Dz?.
Porovnanim koeficientdi dostaneme soustavu
2:0=A4A +D
2:0=A+B
0= B+C
z0:1= C
Kterd mé fefen{ A= 1, B = —1, C =1, D = —L. Vysledny rozklad je
ST s S U U
Aavlam?._.dla 2 £ z+l )

SRR e

\/\mwxbmbw ?zwommmm:ﬁmyosmn?Eoﬁoémmmgmmxmﬂ&m_.meQ\md&mB

12z +4

(#*+22° 102 + 222 —T1) : (2% + 22— 15) =2 + 5+ o————
i 72 4+ 2z — 15’

a éwu.mm.m& muEwom je soudet polynomu a ryze lomené raciondlni funkce. Tuto ryze lomenou
funkei jiz mizeme rozlogit na parcidlni zlomky

t 4+ 22% — 1022 + 222 — 71 , /
R(z) = A TR B R

Hml_lm.\.ﬁ'“_.m r—3 H+m. /

st B

e

A
4

\

e

=16 = (z2)? - (222 = (22 - 4) (2% + 4) = (z — 2)(z + 2)(z® + 4).
Rozklad bude mit formalni tvar

&m.fp&l A B
i|ala|w+a+w+

Cz+ D
244"

tedy
72 + 4z = Az + 2)(z? +4) + B(z — 2)(z® + 4) + (Cz + D)(z* - 4).

Roznisobenim a porovndnim koeficienti u jednotlivich mocnin dostaneme soustavu

22:0= A+ B+ C
72:1=24-2B + D
' :4=4A + 4B —4C
z°:0=8A4 -8B — 4D

P S 3 - .
jejimz feSenim je A= 5, B = wu C= Iwu D= W Vysledny rozklad je
1 l&‘ ,

\m % 4 42 3 1
F (z) = = = + + S
zt—16 8(r—2) 8(z+2) 2(z2+4) /

f) Nejprve upravime jmenovatele
(£ + 1)+ 2) = (22 + Dz(2? + 1) = z(2? + 1)
Rozklad bude tvaru

T+1 A Bx+C Dz+FE

@0 Te) = PF1  @F

Obdobné jako v pfedchozim piikladu sestavime soustavu rovnic, kterou vyfesime a dosta-
neme tak feSeni S T T — S
\hA ) z+1 1 z 1 (.H/J/

=y = o Rl
(z2+1)2°




